
Analiza funkcjonalna

Lista 0

Zad 1. Niech x, y ∈ Rn i p ≥ 1. Wykaza¢ nierówno±¢ H öldera (1884):

n∑
k=1

|x(k)y(k)| ≤
( n∑

i=1

|x(k)|p
) 1

p
( n∑

i=1

|y(k)|q
) 1

q
,

gdzie q ≥ 1 jest takie, »e 1
p

+ 1
q

= 1. Ponadto sprawdzi¢, »e w tej nierówno±ci
równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

∃λ∈R ∀k=1,...,n |x(k)|p = λ|y(k)|q.

Zad 2. Wykaza¢, »e p ≥ 1 funkcja ‖x‖p = (
∑n

k=1 |x(k)|p)
1
p jest norm¡ w Rn.

Zad 3. Dla x ∈ Rn zbada¢ granic¦ limp→∞ ‖x‖p oraz sprawdzi¢, »e funkcja ‖x‖∞ =
max1≤k≤n |x(k)| jest norm¡ w Rn.

Zad 4. Pokaza¢, »e zbie»no±¢ w przestrzeni (Rn, ‖ · ‖p), p ∈ [1,∞], równowa»na
jest zbie»no±ci po wspóªrz¦dnych.

Zad 5. Dowie±¢, »e przestrzenie (Rn, ‖·‖p), p ∈ [1,∞], s¡ przestrzeniami Banacha.

Zad 6. Niech A : (Rn, ‖ · ‖p) → (Rm, ‖ · ‖q) b¦dzie odwzorowaniem liniowym o
macierzy [aij] 1≤i≤m

1≤j≤n
. Wykaza¢, »e norma operatora A

a) gdy p = 1 i q = ∞ wyra»a si¦ wzorem ‖A‖ = max 1≤i≤m
1≤j≤n

|aij|,

b) gdy p = q = ∞ wyra»a si¦ wzorem ‖A‖ = max1≤i≤m

∑n
j=1 |aij|,

c) gdy p = q = 2 szacuje si¦ nierówno±ciami

max
i,j

|aij| ≤ ‖A‖ ≤
√∑

i,j

|aij|2.

Zad 7. Obliczy¢ normy nast¦puj¡cych operatorów liniowych dziaªaj¡cych na pªasz-
czy¹nie euklidesowej (R2, ‖ · ‖2)

A =

(
1 0
1 0

)
, B =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
, C =

(
cos ϕ sin ϕ
− sin ϕ cos ϕ

)
, D =

(
1 4
0 1

)
.


